Cviceni ze stochastické analyzy

1. opakovani (diskrétnich) martingalt

1. definice martingalu, zakladni piiklady odvozené od nahodné prochazky
2. pojem stejnomérné integrovatelného martingalu a uzavéru, podminovani o-algebrou udalosti
3. Waldovy rovnosti pro markovské casy

1. Necht S,,n € N je ndhodnd prochdzka. Oznacme F, = o(S1,...,S,). Za jakych piedpokladu je
nésledujici proces F,,-martingal (super, sub)?
(a) Sy
(b) S? — no? pro néjaké o € R
(c) exp{asS, — fn} pro néjaka a, B € R, resp. «, § € C.
Necht navic X, = S, — S,—1 > 0,n € N maji hustotu fy(z) = Ae ™" - 1j,~q, kde A > 0. Oznatme

Ny = ZZL 1[Sk§t]'

Pak N, je Poissoniv proces s intenzitou A, coz mj. znamend, ze ndhodna velicina N, — N, ~
Po(\|t — s|) je nezdvisla se o-algebrou FX, kdykoli s,¢ > 0, kde FN = (Ny, s < ).
(a) Rozhodnété, pro jakd u € R je proces Ny — ut FN-martingal.
(b) Rozhodnété, pro jakd o € R je proces M? — 0?t FN-martingal, kde M; = N; — EN;.
(c) Pro jakd «, 3 € R, resp. a, 3 € C je proces exp{alN; — 8t} FN-martingal ?
2. Necht (M,,,n € Ny) je F,-martingal a 7 < oo je F,,-markovsky ¢as. Rozhodnéte, zda plati nasledujict
rovnost

EM, = EM, (1)

(a) obecné

(b) je-li 7 € Lug

(C> je_h Sup,, |Mn| S IL’oo

(d) je‘h sup, |Mn/\7'| € IL’oo

(e) je-li M., stejnomérné integrovatelny proces
(f) je-li M,, stejnomérné integrovatelny proces
(g) je-li M, zdola omezeny proces

3. Waldovy rovnosti. Necht S,,n € N je ndhodnd prochdzka. Oznac¢me F, = o(Si,...,S,). Budte
v < 1 < o0 F,-markovské casy.

(a) Za jakych predpokladu plati (1) pro M,, = S,, — ES,, =: S,.

(b) Za jakych ptredpokladu plati (1) pro M, = S? — ES2.
) Za jakych predpokladu plati (2) pro M, = S,.

(d) Za jakych predpokladu plati (2) pro M, = S? — ES2.

(e) Za jakych piedpokladi plati (2) pro M, = exp{asS, — Bn}, kde 3 = In Ee*X1.

b
¢
d

E[M,|F)] £ M,. (2)

Je-1i M, stejnomérné integrovatelny J,,-martingal, pak existuje uzavér M. Je-li 7 F,,-markovsky cas, pak
pro n € N plati ’

E[MOO|F71/\T] ; Mn/\T7
a tedy proces (Muar-,n € Np) je stejnomérné integrovatelny proces. Protoze (Mpar,n € Np) je Fy-
martingal, ma uzaver U € L,(F), a tedy

UZ lim M,.. = M,.

n—oo

Zaver tedy je, ze (Mpar,n € Np) je stejnomeérné integrovatelny F,-martingal s uzavérem M, € L;(F,).



Necht T'C R je (¢asovd) indexovd mnozina a necht (F;, ¢ € T) je neklesajici systém c-algeber na pravde-
podobnostnim prostoru (€2, A, P). Proces M; € 1L,(Q, F;, P|F;),t € T se nazyva Fy-martingal, pokud

Vs,teT  E[M|F] 2 Mg (> sj. sub), (< sj. super).

Proces M, € 1L1(Q, Fy, P|F),t € T je stejnomérné integrovatelny F;-martingal préavé tehdy, kdyz
existuje velicina M, € L1(Q, Foo, P|Fs) zvana uzdveér takovd, ze

VteT E[My|F] 2 M.

1. Proces M, € 11(Q, F;, P|F,),t € T je Fi-martingal pravé tehdy, kdyz pro kazdy F;-markovsky c¢as
7:Q — {s,r} CT plati EM; = EM..

2. Je-li proces (M;,t € T)) F;-submartingal (¢i F-supermartingal), pak M, je Fi-martingal praveé tehdy,
kdyz t € T +— EM,; je konstantni funkce.

3. Je-li 7 Fi-markovsky cas, pak o-algebra uddlosti do ¢asu T je definovand
F.={AeF.:VteT An|r<t] e F}.

Pro Fi-markovsky cas v a A € F, analogicky plati AN [r < v] € F,. Protoze vsak [t < v] €
F,NF, = F,nr, plati
Aﬂ[TSV] efymf’r:fl//\’ra

pricemz pro Fi-markovské casy v < 7 podoné jako pro deterministické hodnoty plati F, C F..
4. Je-li Z € Lyi(, A, P) ajeliT:Q— TU{oc} Fr-markovsky ¢as, pak
L=y - E[Z|F;] = 14—y - E[Z)F). (3)

Speciédlne, je-li (M,,n € N) stejnomérné integrovatelny JF,-martingal s uzdvérem M., a v : Q —
N U {oo} je F,-markovsky c¢as, pak '
E[My|F,)] = M,,.

Dikaz: Ukdzeme obecnéjsi tvrzeni. Bud v také F-markovsky ¢as, ukdZzeme z definice, zZe plati
ly<r] - BIZ|F)] 2 1p<r - E[Z|Fon]. (4)

Z této rovnosti pak volbou v = ¢ zhruba feceno dostaneme, ze E[Z|F, ] = E[Z|F;] se sj. rovnéd na
mnoziné [t < 7], a ze symetrie t a 7 dostaneme, ze E[Z|F,n] = E[Z|F;] se sj. rovnd na mnoziné
[t > 7]. Na mnoziné [r = t] tak dostavame sj. rovnost E[Z|F.] = E[Z|F.n] = E[Z|F], tj. plati (3).

Vime [v < 7] € Forr =F,NF,. Jeli Fe F,,pak G=FnNv <71|€F,, atedy G € F,. Déle
fF Lp<n - E[Z|F,p)dP = fG E[Z|F,p)dP = fG ZdP = fF ly<n - ZdP

Protoze 1j<s - E[Z|Fyn-] € L(Fyn-), dostavame rovnost (4).

5. Rekneme, ze proces A, je adaptovang na filtraci F; a piseme A, € A(F,), pokud A, € L(F;) plati
pro kazdé t € T.

6. Cas 7 : Q — T U {0} je Fi-markovsky pravé tehdy, kdyz jeho éitaci proces lp<q € A(F) je
Fi-adaptovany.

7. Je-li 7 je Fi-markovsky cas, pak A € F, pravé tehdy, kdyz proces 14 - lj,<y € A(F) je Fi-
adaptovany.



