
Cvičeńı ze stochastické analýzy

1. opakováńı (diskrétńıch) martingal̊u

1. definice martingalu, základńı př́ıklady odvozené od náhodné procházky

2. pojem stejnoměrně integrovatelného martingalu a uzávěru, podmiňováńı σ-algebrou událost́ı

3. Waldovy rovnosti pro markovské časy

1. Necht’ Sn, n ∈ N je náhodná procházka. Označme Fn = σ(S1, . . . , Sn). Za jakých předpoklad̊u je
následuj́ıćı proces Fn-martingal (super, sub)?

(a) Sn

(b) S2
n − nσ2 pro nějaké σ ∈ R

(c) exp{αSn − βn} pro nějaká α, β ∈ R, resp. α, β ∈ C.

Necht’ nav́ıc Xn = Sn − Sn−1 > 0, n ∈ N maj́ı hustotu fX(x) = λe−λx · 1[x>0], kde λ > 0. Označme

Nt =
∑∞

k=1 1[Sk≤t].

Pak Nt je Poisson̊uv proces s intenzitou λ, což mj. znamená, že náhodná veličina Nt − Ns ∼
Po(λ|t− s|) je nezávislá se σ-algebrou FN

s∧t kdykoli s, t ≥ 0, kde FN
t = σ(Ns, s ≤ t).

(a) Rozhodnětě, pro jaká µ ∈ R je proces Nt − µt FN
t -martingal.

(b) Rozhodnětě, pro jaká σ ∈ R je proces M2
t − σ2t FN

t -martingal, kde Mt = Nt − ENt.
(c) Pro jaká α, β ∈ R, resp. α, β ∈ C je proces exp{αNt − βt} FN

t -martingal ?

2. Necht’ (Mn, n ∈ N0) je Fn-martingal a τ < ∞ je Fn-markovský čas. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı
rovnost

EMτ = EM0 (1)

(a) obecně
(b) je-li τ ∈ L∞
(c) je-li supn |Mn| ∈ L∞
(d) je-li supn |Mn∧τ | ∈ L∞
(e) je-li Mn∧τ stejnoměrně integrovatelný proces
(f) je-li Mn stejnoměrně integrovatelný proces
(g) je-li Mn zdola omezený proces

3. Waldovy rovnosti. Necht’ Sn, n ∈ N je náhodná procházka. Označme Fn = σ(S1, . . . , Sn). Bud’te
ν ≤ τ < ∞ Fn-markovské časy.

(a) Za jakých předpoklad̊u plat́ı (1) pro Mn = Sn − ESn =: Sn.
(b) Za jakých předpoklad̊u plat́ı (1) pro Mn = S2

n − ES2
n.

(c) Za jakých předpoklad̊u plat́ı (2) pro Mn = Sn.
(d) Za jakých předpoklad̊u plat́ı (2) pro Mn = S2

n − ES2
n.

(e) Za jakých předpoklad̊u plat́ı (2) pro Mn = exp{αSn − βn}, kde β = ln EeαX1 .

E[Mτ |Fν ]
sj
= Mν . (2)

Je-li Mn stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal, pak existuje uzávěr M∞. Je-li τ Fn-markovský čas, pak
pro n ∈ N plat́ı

E[M∞|Fn∧τ ]
sj
= Mn∧τ ,

a tedy proces (Mn∧τ , n ∈ N0) je stejnoměrně integrovatelný proces. Protože (Mn∧τ , n ∈ N0) je Fn-
martingal, má uzávěr U ∈ L1(F∞), a tedy

U
sj
= lim

n→∞
Mn∧τ

sj
= Mτ .

Závěr tedy je, že (Mn∧τ , n ∈ N0) je stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal s uzávěrem Mτ ∈ L1(Fτ ).



Necht’ T ⊆ R je (časová) indexová množina a necht’ (Ft, t ∈ T ) je neklesaj́ıćı systém σ-algeber na pravdě-
podobnostńım prostoru (Ω,A, P ). Proces Mt ∈ L1(Ω,Ft, P |Ft), t ∈ T se nazývá Ft-martingal , pokud

∀ s, t ∈ T E[Mt|Fs]
sj
= Ms∧t (≥ sj. sub), (≤ sj. super).

Proces Mt ∈ L1(Ω,Ft, P |Ft), t ∈ T je stejnoměrně integrovatelný Ft-martingal právě tehdy, když
existuje veličina M∞ ∈ L1(Ω,F∞, P |F∞) zvaná uzávěr taková, že

∀ t ∈ T E[M∞|Ft]
sj
= Mt.

1. Proces Mt ∈ L1(Ω,Ft, P |Ft), t ∈ T je Ft-martingal právě tehdy, když pro každý Ft-markovský čas
τ : Ω → {s, r} ⊆ T plat́ı EMs = EMτ .

2. Je-li proces (Mt, t ∈ T ) Ft-submartingal (či Ft-supermartingal), pak Mt je Ft-martingal právě tehdy,
když t ∈ T 7→ EMt je konstantńı funkce.

3. Je-li τ Ft-markovský čas, pak σ-algebra událost́ı do času τ je definovaná

Fτ = {A ∈ F∞ : ∀t ∈ T A ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft}.

Pro Ft-markovský čas ν a A ∈ Fτ analogicky plat́ı A ∩ [τ ≤ ν] ∈ Fν . Protože však [τ ≤ ν] ∈
Fν ∩ Fτ = Fν∧τ , plat́ı

A ∩ [τ ≤ ν] ∈ Fν ∩ Fτ = Fν∧τ ,

přičemž pro Ft-markovské časy ν ≤ τ podoně jako pro deterministické hodnoty plat́ı Fν ⊆ Fτ .

4. Je-li Z ∈ L1(Ω,A, P ) a je-li τ : Ω → T ∪ {∞} Ft-markovský čas, pak

1[τ=t] · E[Z|Fτ ]
sj
= 1[τ=t] · E[Z|Ft]. (3)

Speciálně, je-li (Mn, n ∈ N) stejnoměrně integrovatelný Fn-martingal s uzávěrem M∞ a ν : Ω →
N ∪ {∞} je Fn-markovský čas, pak

E[M∞|Fν ]
sj
= Mν .

Důkaz: Ukážeme obecněǰśı tvrzeńı. Bud’ ν také Ft-markovský čas, ukážeme z definice, že plat́ı

1[ν≤τ ] · E[Z|Fν ]
sj
= 1[ν≤τ ] · E[Z|Fν∧τ ]. (4)

Z této rovnosti pak volbou ν = t zhruba řečeno dostaneme, že E[Z|Fτ∧t] = E[Z|Ft] se sj. rovná na
množině [t ≤ τ ], a ze symetrie t a τ dostaneme, že E[Z|Fτ∧t] = E[Z|Fτ ] se sj. rovná na množině
[t ≥ τ ]. Na množině [τ = t] tak dostáváme sj. rovnost E[Z|Fτ ] = E[Z|Fτ∧t] = E[Z|Ft], tj. plat́ı (3).

Vı́me [ν ≤ τ ] ∈ Fν∧τ = Fν ∩ Fτ . Je-li F ∈ Fν , pak G = F ∩ [ν ≤ τ ] ∈ Fτ , a tedy G ∈ Fν∧τ . Dále∫
F

1[ν≤τ ] · E[Z|Fν∧τ ] dP =
∫

G
E[Z|Fν∧τ ] dP =

∫
G

Z dP =
∫

F
1[ν≤τ ] · Z dP

Protože 1[ν≤τ ] · E[Z|Fν∧τ ] ∈ L(Fν∧τ ), dostáváme rovnost (4).

5. Řekneme, že proces At je adaptovaný na filtraci Ft a ṕı̌seme At ∈ A(Ft), pokud At ∈ L(Ft) plat́ı
pro každé t ∈ T.

6. Čas τ : Ω → T ∪ {∞} je Ft-markovský právě tehdy, když jeho č́ıtaćı proces 1[τ≤t] ∈ A(Ft) je
Ft-adaptovaný.

7. Je-li τ je Ft-markovský čas, pak A ∈ Fτ právě tehdy, když proces 1A · 1[τ≤t] ∈ A(Ft) je Ft-
adaptovaný.


